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Chapitre 1 


Quelques constructions 
classiques 


Voici 17 exercices sur des constructions classiques à la règle et au 
compas qu’il ne faut pas oublier, et donc qu'il faut réviser de temps 
en temps. On ne se contentera pas de répondre approximativement 
une fois que l’on trouve comment procéder, car il faudra s'entraîner 
à expliquer, à haute voix ou par écrit, tout ce que l’on à compris. 
C’est important, et on ne fera pas l’impasse là-dessus. S’entraîner 
sur ces exercices, c’est préparer ses armes pour les oraux où l’on 
devra peut-être expliquer par le menu l’une de ces constructions 
au jury qui ne s'attend pas à un travail bâclé. 


Les 17 questions qui suivent seront intégrées dans le volume VIT 
de la collection Acquisition des fondamentaux pour les concours 
qui doit müûrir doucement à partir d'aujourd'hui et pour on ne sait 
pas combien de temps... Profitez déjà de ce premier travail sur des 
questions que j’ai eu envie de rassembler après avoir écouté mes 
étudiants lors d’une leçon d’oral 1 d'entraînement en mai 2013. 


Et puis il faut que je vous dise... Dans la Question 1.3, on sait tel- 
lement tracer la parallèle à une droite donnée passant par un point 
donné en plaçant un bon parallélogramme au bon endroit, que l’on 
n’essaie même plus de justifier certaines affirmation trop évidentes. 
Enfin : c’est en me reposant cette question (résolue depuis que l’on 
est sorti du collège) que je me suis aperçu que je n'avais en fait 
jamais démontré proprement (au moins pour moi-même) que cette 
construction nous donnait vraiment un parallélogramme. C’est si 
évident ! Et bien non, je n’ai pas trouvé une réponse si facilement, 
et j'en suis resté bien marri. Vous pourrez soupeser ma réponse 


5) 
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dans la Question 1.4. 


Et une petite phrase qui ne veut rien dire pour nous détendre avant 
de commencer : « Bien marry dequoy la fortune m'a rendu cette 
question si pressante, et que n'ayant belle réponse à soumettre que 
figure mal tracée, au boute de trente minutes je trouvais réponse 
bien habile, mais laissons dire. » 


1.1 Questions 


Question 1.1 Tracez la médiatrice d’un segment à la règle et au compas. 
Justifiez votre construction. 


Question 1.2 Tracez la perpendiculaire à une droite D donnée passant par 
un point M donné en utilisant uniquement la règle et le compas. J'ustifiez votre 
construction. 


Question 1.3 Tracez la parallèle à une droite D donnée passant par un point 
M donné en utilisant uniquement la règle et le compas. J'ustifiez votre construc- 
tion. 


Question 1.4 On suppose que le quadrilatère ABCD n’est pas croisé et pos- 
sède des côtés opposés égaux deux à deux. Démontrer qu'il s’agit d’un parallé- 
logrammee. 


Question 1.5 Sur une feuille, on a tracé un segment [AB] et son milieu T. On 
considère un point M n’appartenant pas à la droite (AB). Tracez la parallèle 
à (AB) issue de M en utilisant uniquement une règle non graduée. 

[Ind. : on pourra utiliser la configuration du trapèze complet.] 


Question 1.6 Tracez les bissectrices d’un couple de droites sécantes à la règle 
et au compas. Justifiez votre construction. 


Question 1.7 Tracer les tangentes à un cercle C issues d’un point M exté- 
rieur à ce cercle en utilisant uniquement la règle et le compas. 


Question 1.8 On considère deux cercles € = C(O,r) de centre O et de 
rayon r, et C' = C(O',r') de centre O' et de rayon r’', disjoints, extérieurs 
l’un de l’autre, et de rayons différents. Comment construire les tangentes com- 
munes à ces cercles à la règle et au compas ? Expliquez. 


Question 1.9 Construire le barycentre G du système pondéré A(2), B(5), 
C'(8) en utilisant seulement un règle et un compas. 
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Question 1.10 Division d’un segment dans un rapport donné. On 5e 
donne un segment de longueur k et deux point distincts À et B, On demande 
de tracer, à la règle et au compas, les points de la droite (AB) tels que : 


Question 1.11 À partir de trois segments de longueurs 1, a et b, on demande 
de construire un segment de longueur ab à la règle et au compas. Expliquez. 


Question 1.12 À partir de trois segments de longueurs 1, a et b, on demande 
de construire un segment de longueur a/b à la règle et au compas. Expliquez. 


Question 1.13 À partir de trois segments de longueurs 1, a et b, on demande 
de construire un segment de longueur V'ab à la règle et au compas. Expliquez. 


Question 1.14 Construire un segment de longueur (V7 — 1)/5 à la règle et 
au compas. 


Question 1.15 Tracez les triangles rectangles ABC suivants en tenant compte 
des longueurs imposées et des angles droits signalés. Les constructions doivent 
pouvoir être réalisées à la règle et au compas. 


À (a) A (b) À (c) 
ARS | 
B2H C B2H 4 C B2H C 


Question 1.16 Comment construire l’image d’un point M par l’inversion f 
de pôle ( et de puissance k ? Autrement dit, comme tracer le point de la 
droite (QM) qui vérifie QM x QM' = k en utilisant la règle et le compas ? 


Question 1.17 Quand dit-on qu’un nombre est constructible ? Tous les nom- 
bres sont-ils constructibles ? Connaissez-vous le Théorème de Wantzel ? 


1.2 Réponses 


Réponse 1.1| Sur la FIG. 1.1, la médiatrice À du segment [AB] est la 
droite joignant les points U et V obtenus comme les intersections de deux 
cercles de même rayon centrés sur À et B. Par construction les points U et V 
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FIG. 1.1 - Médiatrice de [AB] 


que l’on vient de construire sont à égale distance des extrémités À et B du 
segment [AB], donc appartiennent à la médiatrice A. Comme on sait que A 
est une droite, on en déduit que À = (UV). 

Remarques — @) La question est simple, mais attention : si un jury d’oral 
demande de justifier cette construction, il ne faut pas rester les bras ballants 
en se demandant sur quelle planète on a atterri. Le jury attend que l’on ex- 
plique complètement pourquoi on a effectivement tracé la médiatrice du seg- 
ment [AB]. Le moment est venu de dire ce que l’on sait d’une médiatrice : 
que c’est une droite, et que celle qui nous intéresse passe par UÜ et V parce que 
ces deux points sont à égale distance des extrémités de [AB], donc que cette 
droite est la droite (UV). Qu'est-ce qui sous-tend cette démonstration ? Les 
deux définitions équivalentes de la médiatrice, bien sûr, et il faut montrer au 
jury que l’on a l'esprit très clair à ce sujet ! 

B) On peut changer l’ouverture du compas pour dessiner U et V. Autrement 
dit on peut choisir une longueur r, tracer U à l'intersection des cercles de 
centres À et B et de rayon r. Puis choisir une autre longueur r”, et tracer V à 
l'intersection des cercles de centres À et B et de rayon r’. Les points U et V 
restent à égale distance de À et B, donc on a toujours À = (UV). 


y) La construction que l’on vient de décrire permet de tracer le milieu de 
[AB], puisqu'il s’agit simplement de l’intersection de A et de (AB). 


Réponse 1.2| Les deux dessins de gauche de la FIG. 1.2 montrent deux 
façons de construire la perpendiculaire à une droite D passant par un point M 
donné à l'extérieur de D. Le dessin de droite s'intéresse au cas où M € D. 


Figure de gauche — On choisit deux points À et B sur D. On trace les points 
d’intersection du cercle de centre À passant par M et du cercle de centre B 
passant par M : la perpendiculaire cherchée est la droite qui joint ces deux 
points. La justification est simple. Par construction, la droite D qui relie les 
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…. __ 
Le" 


F1G. 1.2 - Perpendiculaire à (AB) passant par M 


centres À et B des deux cercles est un axe de symétrie de la réunion de ces 
deux cercles, donc les points d’intersection des deux cercles sont symétriques 
par rapport à D, donc appartiennent à la perpendiculaire à D issue de M. 


Figure centrale — Un cercle de centre M et de rayon quelconque, mais 
suffisamment grand, coupe la droite D en deux points À et B. Il suffit de 
tracer la médiatrice de [AB] pour obtenir notre perpendiculaire. 


Figure de droite — Si M € D, la solution précédente fonctionne encore 
parfaitement : un cercle de centre M coupe D en deux points À et B, et la 
médiatrice de [AB] est perpendiculaire à D et passe par M. 


On sait évidemment tracer la parallèle à une droite D issue 
d’un point M si l’on sait tracer deux perpendiculaires : on peut donc utiliser 
deux fois la méthode de la Question 1.2. Mais il est plus simple de compléter 
un parallélogramme comme sur la FIG. 1.8. 


F1G. 1.3 - Construction d’une parallèle à une droite 


On choisit deux points distincts À et B sur D, puis on trace C à l’intersection 
du cercle de centre B et de rayon AM, et du cercle de centre M et de rayon 
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AB, en prenant garde de ne pas obtenir un quadrilatère ABCM croisé. On 


peut alors affirmer que ABCM est un parallélogramme, et donc que (MC) 
est parallèle à (AB). 


Remarque — Dans les explications précédentes, on a expliqué comme on 
le fait en général, c’est-à-dire en supposant évident que le quadrilatère ABCM 
est un parallélogramme à partir du moment où l’on sait qu’il n’est pas croisé 
et que ses côtés opposés sont égaux deux à deux. Que faire si l’on demande de 
prouver ce résultat « évident » ? On peut répondre comme à la Question 1.4. 


Réponse 1.4|On suppose que le quadrilatère ABCD n'est pas croisé et 
possède des côtés opposés égaux deux à deux, et il faut montrer qu’il s’agit 
d’un parallélogramme. De façon générale, notons C(O, r) le cercle de centre O 
et de rayon r. Par hypothèse : 


C'eC(B,AD)NC(D, AB). 


Soit C’ le point tel que ABC"D soit un parallélogramme, autrement dit, tel 


— > — } 
que DC” = AB (riG. 1.4). Les côtés opposés d’un parallélogramme sont égaux 
deux à deux, donc : 


C'EC(B,AD)nC(D, AB). 
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FIG. 1.4 —- Un problème que l’on ne se pose jamais 


Ainsi Cet C” appartiennent tous deux à l'intersection C(B, AD) "NC(D, AB) 
de deux cercles, qui est une paire. Si l’on avait C' Æ C”, alors Cet C” seraient 
symétriques par rapport à la droite des centres (BD) des deux cercles, ce qui 
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est absurde car alors ABCD serait croisé. En effet : 


A et C’ ne sont pas dans le même 


1 202 
CR { demi-plan de frontière (BD) 


(+) 


À et C sont dans le même 
demi-plan de frontière (BD) 


=  ABCD croisé. 
(+) : c’est vrai car Cet C” sont symétriques par rapport à (BD). 
Donc C = C' et ABCD est un parallélogramme. 
Remarque — Est-il vraiment nécessaire de supposer que ABC'D n'est 
pas croisé pour conclure ? Oui, comme le montre le quadrilatère UVWZ de 


la FIG. 1.5 qui possède des côtés opposés égaux deux à deux sans être un 
parallélogramme. 


E 
AB = CD 
AD = BC 
ABCD + parallélogramme 


F1G. 1.5 — Contre-exemple 


Réponse 1.5 | On utilise la configuration du trapèze complet ([1] 8.3.2.4, 
ou [2] 8.5.5.6, ou [3] Q366) pour reproduire la FIG. 1.6. Sur cette figure, ABMN 
est un trapèze de bases [AB] et [MN], et la droite (UV) coupe [AB] en I milieu 
de [AB]. 


F1G. 1.6 — Configuration du trapèze complet 
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Construction — On choisit un point U sur (BM), on trace l'intersection V 
de (UT) et (AM). La droite (BV) coupe (AU) en un point N. On peut alors 
affirmer que (MN) est parallèle à (AB). 


Preuve — Soit N’ l'intersection de (BV) et de la parallèle à (AB) issue 
de M. Le quadrilatère ABMN est un trapèze de bases [AB] et [MN|, et la 
configuration du trapèze complet montre que : 

- V est à l’intersection des diagonales de ABMN", car V € (AM)N(UI); 

- N'E(BV)n (AU). 

Comme par construction (BV) N (AU) = {N}, on déduit que N = N' et que 
ABMN est un trapèze de bases [AB] et [MN]. 


Réponse 1.6 | Par définition, les bissectrices d’un couple de droites (D, D') 
sont les axes des réflexions qui échangent ces droites. Pour les obtenir, il suffit 
de construire un losange bien placé dans la figure. 

Soit O l'intersection de D et D. Sur la FIG. 1.7, on a tracé deux points À et B 
appartenant aux droites D et D, et situés à la même distance de O. 


FIG. 1.7 — Bissectrices 


Au compas, il est facile de tracer le point X distinct de ©, situé à égale 
distance de À et B. Par construction, le quadrilatère OAX B possède quatre 
côtés égaux, c’est donc un losange. Les points O et X sont à égale distance 
de A et B, donc appartiennent à la médiatrice de [AB]. La médiatrice de 
[AB] est donc la droite (OX), ce qui signifie que À et B sont symétriques par 
rapport à (OX). 

Une réflexion transforme une demi-droite (resp. une droite) en une demi-droite 
(resp. une droite), donc la réflexion de base (OX), qui transforme O en O et 
À en B, transformera [OA) en [OB), et (OA) en (OB). Cela prouve que (OX) 
est la bissectrice du couple de demi-droites ([Ox),[Oy)), et aussi l’une des 
bissectrices du couple de droites (D, D’). L'autre bissectrice du couple (D, D’) 
est la perpendiculaire à (OX) issue de © (que l’on pourrait bien sûr tracer de 
la même manière en construisant un autre losange). 
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Réponse 1.7 |La construction est donnée par la FIG. 1.8. 


F1G. 1.8 - Tangentes à un cercle issues d’un point M 


Les points de contact des tangentes issues de M sur le cercle € sont les points U 
et V tels que les triangles OUM et OV M soient rectangles en U et V. Ces 
points U et V appartiendront donc au cercle Co] de diamètre [MO]. Il suffit 
de tracer les intersections de Clyo] et C pour obtenir ces points de contact, et 
tracer les tangentes (MU) et (MV). 


Remarque — On n’a pas demandé de discuter du nombre de tangentes 
que l’on peut abaisser de M sur C, ce qui nous aurait amené à discuter du 
cardinal de Ciyo] NC suivant la position de M par rapport au cercle. Cette 
question a été traitée dans le volume IV ([3] Q170). 


Réponse 1.8 | On se réfère à la FIG. 1.9. 


Analyse — Une tangente commune T aux cercles C et C’ respectivement 
en À et H', est perpendiculaire aux rayons [OH] et [O'H"|, et coupe néces- 
sairement la droite des centres (00’) en un point Q (sinon OHH'O' est un 
rectangle, et r = r/ en contradiction avec les hypothèses). L’homothétie hQ de 
centre Q qui amène H sur H’, amène aussi © sur ©’, et vérifie hg(C) = C’. 
La tangente T'apparaît donc comme l’une des deux tangentes issues de Q que 
l’ont peut abaisser sur C. 


Tout revient donc à construire les centres Q des homothéties qui transforment C 
en C’. Choisissons un point U de C non situé sur (00). La parallèle à (OU) 
passant par O’ coupe C’ en deux points U’ et V’. On constate que ha trans- 
forme le rayon [OU] de C en un rayon parallèle de C”, c’est-à-dire en [OU] où 
[OV]. Le centre Q de hQ sera dont l’un des points d’intersection de (00) et 
de l’une des droites (UU”) ou (UV”), soit Q € {W, W'} sur la FIG. 1.9. 
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F1G. 1.9 — Tangente commune à deux cercles 


Synthèse — On choisit un point U de C non situé sur (00). La parallèle à 
(OU) passant par O’ coupe C’ en deux points U’ et V’. On trace l'intersection Q 
de (00) et (UU'), et celle Q’ de (00) et (UV). Il est facile de voir que ces 
deux points sont bien les centres d’homothéties ha et ho transformant C 
en C”, et il suffit d’abaisser les tangentes à C issues de (, puis de Q/ pour 
obtenir les quatre tangentes communes aux cercles C et C’. 


En effet, si T désigne l’une des deux tangentes à C issues de Q (on recom- 
mencerait de même avec (/), l’image ha (T°) est une droite qui coupe C’ en un 
unique point (conservation des contacts), donc une tangente à C’. 


Réponse 1.9 | Pour construire le barycentre G de A(2), B(5), C'(8), nous 
allons utiliser la propriété d’associativité des barycentres et le Théorème de 
Thalès. Le point G sera le barycentre de g(7), C'(8), où g est le barycentre 
de A(2), B(5). Nous allons construire g, puis G, en utilisant le Théorème de 
Thalès, par exemple comme sur la FIG. 1.10. 


Traçons une droite quelconque À passant par À, distincte de (AB). Sur cette 
droite, reportons une longueur arbitraire { à l’aide d’un compas, de façon à 
placer les points get B' tels que Ag = 5l, g B' = 21, et de sorte que les 
points À, g et B' figurent dans cet ordre sur À. On trace ensuite la droite 
(BB). Le Théorème de Thalès montre que la parallèle à (BB) passant par g/ 
coupe (AB) en g tel que : 


gA  g'A 5l 5 
gB  g'B! 21 2 


Ainsi 2g'À + 5g B' = 0, et g est le barycentre du système A(2), B(5). Une 
fois que g/ est construit, on utilise la même méthode pour construire G. 
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F1G. 1.10 — Construction du barycentre G de A(2), B(5), C'(8) 


Réponse 1.10 | Traçons deux parallèles issues de À et B, puis sur ces 
droites des points ÜU, V, W comme sur la FIG. 1.11, tels que AW = k. Les 


droites (WU) et (WV) coupent alors (AB) en M et N qui divisent le seg- 
ment [AB] dans le rapport k, c’est-à-dire vérifient : 


MA 
Remarque — Le cercle de diamètre [MN] est le lieu des points M du plan 
qui vérifient (+). 


FIG. 1.11 — Division d’un segment dans un rapport donné 


Réponse 1.11 |Le Théorème de Thalès permet de construire le nombre 
æ = ab à partir des nombres a et b, et de l’unité. La FIG. 1.12 montre deux 


16 CHAPITRE 1. QUELQUES CONSTRUCTIONS CLASSIQUES 


demi-droites d, d' de même origine © où l’on a tracé des points U, V, W tels 
que OÙ = 1, OV =b, OW = a; U,V € Det W € d'. La parallèle à (UW) 
issue de V coupe d'en T tel que : 

OT OV OT  b 


OW — OU’ c’est-à-dire er —= 1’ 


d’où OT = ab. 


F1G. 1.12 — Construction de x = ab 


Une autre façon de construire un segment de longueur ab consiste à dessiner 
trois points B, 1, C' alignés dans cet ordre, tels que BI = a et IC = b, comme 
sur la FIG. 1.12, puis un point À non aligné avec B et C, tel que AI = 1. La 
droite (A1) recoupe le cercle € circonscrit au triangle ABC en un point W tel 
que : 

IAXIW=IBXxIC, 


comme on le voit en écrivant la puissance de 1 par rapport au cercle € de deux 
façons différentes. On obtient IW = ab. 


C 


ac 


B 


F1G. 1.13 — IW = ab 
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Réponse 1.12 | Traçons deux demi-droites d, d' de même origine O comme 
sur la FIG. 1.14, puis deux points U et V sur d tels que OÙ = b et OV = a. 
Traçons aussi un point W sur d’ tel que OW = 1. La parallèle à (UW) passant 
par V coupe d’ en T tel que : 


CE ES CL 
OW —= OU”? C est-a-dire [ —= pb? 


soit OT = a/b. 


F1G. 1.14 - 


Pour tracer un segment de longueur À = Vab à partir de 
deux segments de longueurs a et b données, on peut par exemple utiliser une 
relation métrique dans un triangle rectangle ou la puissance d’un point par 
rapport à un cercle. 


Première solution (Relations dans un triangle rectangle) — Sur le dessin 
de gauche de la figure précédente, on a tracé un triangle rectangle ABC' et 
le pied À de la hauteur de ce triangle issue de À, de façon à avoir BH = à 
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et HC = b. C’est facile : il suffit de placer des points B, H, C' dans cet 
ordre sur une droite, avec BH = a et HC = b, puis de tracer l’intersection À 
du cercle de diamètre [BC] et de la perpendiculaire à (BC) issue de H. Une 
relation bien connue dans le triangle rectangle donne AH? — BH x HC,, d’où 


AH = Vab. 


Deuxième solution (Puissance d’un point par rapport à un cercle) — Pour 
construire un segment de longueur À = v/ab, il suffit de placer trois points M, 
À, B alignés tels que MA = a, MB = b (a < b) et M € [AB], comme sur le 
dessin de gauche de la figure précédente. Il suffit ensuite de tracer un cercle 
quelconque C18 passant par À et B, donc centré en un point © de la médiatrice 
de [AB], puis de construire l’un des points d’intersection U de C18 et du cercle 
de diamètre [MO]. Dans ce cas U est le point de contact de l’une des tangentes 
à Cap issues de M (car (MU) est orthogonale à (UO) par construction), et 
la puissance de M par rapport au cercle C4g s'écrit indifféremment MU? ou 
MA x MB. 


Par suite MU? = MA x MB, et MU = Vab. 


Réponse 1.14 | On veut construire un segment de longueur (7—1)/5 à la 


règle et au compas. La question est volontairement courte et peut désorienter 
un candidat non averti, car quoi? On demande de construire ce segment à 
partir de quelles données ? 


Un nombre a est constructible si on peut partir d’un segment de 
longueur 1, une unité, puis construire, à partir de ce segment, un 
segment de longueur a en n’utilisant qu’une règle non graduée et 
un compas. 


On aurait pu choquer encore plus le candidat en lui demandant : 
Le nombre 5/7 est-il constructible ? Pourquoi donc ? 


La réponse est simple, et il ne faut pas hésiter à la donner. On sait construire 
un segment de longueur V7, on sait lui retrancher 1, et on sait partager un 
segment en 5 parties égales en utilisant le Théorème de Thalès. On sait aussi 
reporter des longueurs avec le compas. On dispose donc de tous les outils né- 
cessaires pour construire des sommes et différences de produits et de quotients 
où interviennent des racines carrées d’entiers et des entiers. 


Sur la FIG. 1.15, on a choisi une unité que l’on a reporté 8 fois sur une droite 
pour obtenir les points L, H et M. La perpendiculaire à (LM) issue de H coupe 
le cercle de diamètre [LM] en deux points. On appelle N l’un de ces points 
d’intersection, et les relations métriques dans un triangle rectangle montrent 
que HN? = LH x HM, d'où HN = V7. 
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FiG. 1.15 — Une construction de (4/7 — 1)/5 


Il ne reste plus qu’à soustraire une unité à HN pour obtenir le segment [AB] 
de longueur 7—1. On a reporté ce segment [AB] avec le compas, pour obtenir 
un segment [4'B'] de même longueur, puis on a tracé une droite passant par A’ 
(sur le dessin elle est verticale, mais ce n’est pas important), et l’on a reporté 5 
unités sur cette droite, pour obtenir le point C’ de la FIG. 1.15. Le Théorème 
de Thalès montre alors que la parallèle à (B'C") issue de G coupe (4’B') en 
un point U tel que : vn AB Fi 

5) Ge 


Réponse 1.15 | On se réfère à la FIG. 1.16. 


(a) On trace un segment [BH] de longueur 2 (le compas permet de reporter 
deux fois l’unité sur une droite). La perpendiculaire à la droite (BH) passant 
par H coupe le cercle de centre B et de rayon 3 en deux points À et 4’. Il suffit 
de tracer la perpendiculaire à (AB) passant par À, puis l’intersection C' de 
cette perpendiculaire et de (BH), pour obtenir un triangle ABC qui répond 
à la question. 


(b) On trace des points B, H, C' alignés dans cet ordre, tels que BH = 2 et 
HC = 4. La perpendiculaire à la droite (BH) passant par H coupe le cercle 
de diamètre [BC] en deux points : on en choisit un que l’on appelle A. Le 
triangle ABC est alors rectangle en À, puisque À appartient par construction 
au cercle de diamètre [BC1, et vérifie les conditions demandées. 
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FIG. 1.16 — Trois tracés fort sympathiques 


(c) Si le triangle rectangle ABC est constructible, nécessairement : 
CA =CHxCB 


d’après une formule métrique bien connue dans les triangles rectangles ([3], 
Question 136). Donc : 


25 = C'H x (CH +2) 
CH? +2CH — 25 =0 


et CH = —1 + 26. Comme CH est une distance, c’est un réel positif et 
CH = 26 — 1 = 4,1. On sait construire la longueur 26 — 1 à la règle 
et au compas (Question 1.13), donc on sait construire un segment [BH] de 
longueur 2, puis un point C' de la droite (BH) situé à la distance 26 — 1 
de H, tel que B et C' soient de part et d’autre de A, comme sur la FIG. 1.16. 
Il suffit de reprendre la construction décrite au (b) pour obtenir le sommet A. 


Réponse 1.16 | Il semble naturel d’utiliser la notion de puissance d’un 
point par rapport à un cercle. Supposons que k soit positif. Traçons le symé- 
trique N de M par rapport à Q (FIG. 1.17), puis une droite passant par Q, et 
enfin deux points Z et J sur cette droite, situés de part et d’autre de (, et tels 
que Q7 = 1 et QJ = k. Le cercle circonscrit au triangle NTJ recoupe la droite 
(MN) en M’ qui est tel que : 


OMXxOM=ONxXOM=NxQ] 


d'où OM x OM! =k. 
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F1G. 1.17-QM xOM!'=k 


Réponse 1.17 | Un nombre réel a est dit constructible si l’on peut dessiner 


un segment de longueur a en utilisant seulement une règle (non graduée) et 
un compas, en partant de la donnée d’un segment de longueur 1 dans le plan. 


Cela revient à dire que l’on se donne un segment unité dans le plan, et que l’on 
se propose de construire géométriquement un segment de longueur a à partir 
de la donnée de ce segment unité. Les instruments de dessins autorisés sont 
ceux de Platon : la règle et le compas, de façon à pouvoir exécuter la figure 
sur du sable humide avec une tige de bois et une ficelle. 


Tous les nombres ne sont pas constructibles à la règle et au compas, loin s’en 
faut ! On sait utiliser le Théorème de Thalès pour construire tous les nombres 
rationnels positifs (de la forme p/q, où p et q sont des entiers naturels), et cela 
mène à énoncer que ([1], Th. 315) : 


Théorème — L'ensemble À des nombres constructibles est un 
sous-corps de R qui contient Q. 


On sait construire la racine carrée d’un nombre constructible (Question 1.13). 
On sait aussi construire des nombres en interceptant des cercles et des droites 
constructibles, ce qui indique que l’on sait construire des nombres qui sont solu- 
tions d'équations polynomiales de degrés 2 à coefficients des nombres construc- 
tibles. Cela est longuement expliqué dans la Section 19.2.2 de [1], en particulier 
dans le Lemme 29. A partir de cette remarque, on peut démontrer le Théorème 
de Wantzel : 


Théorème (Wantzel, 1837) — ([1], Th. 317) Le point de coor- 
données (x, y) est constructible si et seulement si il existe une suite 
finie (ki)oci<n de sous-corps de R telle que : 

(P1) Q=kCHC..Ckn, 

(P2) Pour tout à € N,, k; est une extension quadratique de 
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k;_1, 
(P3) x et y appartiennent à k,. 


Et obtenir la condition nécessaire suivante : 


Corollaire — ([1], Co. 25) Un nombre réel constructible est al- 
gébrique de degré une puissance de 2 sur Q. 


Pour comprendre ces énoncés, il faut rappeler qu’un nombre réel est dit algé- 
brique s’il est solution d’une équation polynomiale à coefficients dans Q (ou, 
ce qui revient au même, dans Z), et que le degré d’un nombre algébrique est 
le degré d’un polynôme irréductible à coefficients dans Q qui l’admet comme 
racine. 


On dit enfin qu’un nombre est transcendant s’il n’est pas algébrique. 


Par exemple, comme Ÿ5 est racine de x? — 5 = 0, il s’agit d’un nombre 
algébrique de degré 3, et le Corollaire précédent montre que Ÿ5 n’est pas 
constructible. Ne parlons même pas de 7, ni de e, car ce sont des nombres 
transcendants qui, à ce titre, ne peuvent pas être construits à la règle et au 
compas. 


Le Corollaire précédent est très important car permet de démontrer l’infaisabi- 
lité de certaines constructions classiques, une impossibilité qui avaient presque 
réussi à rendre fous les mathématiciens Grecs. Il s’agit : 


- de la construction des polygones réguliers, 
- du problème de la duplication du cube, 
- du problème de la trisection de l’angle, 


- du problème de la quadrature du cercle (qui revient à démontrer que 7 est 
constructible, ce qui est voué à l’échec puisque 7 est un nombre transcendant). 


Dans les mathématiques grecques, un nombre était un segment constructible, 
un segment qui se dessinait sur le sable. Un nombre qui n’était pas construc- 
tible n’avait donc aucune signification : il n’existait tout bonnement pas! 
L'existence de nombres que l’on ne pouvait pas atteindre en dessinant avec une 
règle et un compas était un non-sens, la preuve d’un vice caché dans l'Univers. 
C’est dans cet état d’esprit qu’il faut comprendre les quatre problèmes évoqués 
ci-dessus. Ces problèmes, expliquées bien en détail dans le chapitre 19 de [1], 
n’ont été résolus qu’au milieu du XIX° siècle quand Pierre-Laurent Wantzel 
découvrit la structure des nombres constructibles. 


Remarque —Il n’est pas besoin de travailler le chapitre 19 de [1] si l’on 
prépare le CAPES, mais cela semble indispensable si l’on prépare l’agrégation 
interne ou externe. 


Chapitre 2 


Le théorème de 
Mordell-Erdôs 


Ce 6 juillet 2013, je viens de travailler cet exercice qui m’a donné 
du fil à retordre à la dernière question. Je le placerai dans mon 
prochain recueil d'exercices et problèmes (le cinquième qui entre en 
préparation), et le propose tout de suite dans la revue aujourd’hui 
en exclusivité. Bon appétit ! 


Exercice — On considère un triangle ABC et un point M intérieur à 
ce triangle. On note a, b, c les longueurs BC, C'A et AB: R,, R;, Rc les 
distances AM, BM et CM; et Ta, T», Te les distances respectives de M 
aux droites (BC) ,(C'A) et (AB). On se propose de démontrer l'inégalité de 
Mordell-Erdôs : 

Ra + Ro + Re > 2(ra +Tb + Te). 


A 


1) Si M appartient au côté [BC], montrer que l’aire du triangle ABC est 
(br + cre)/2. En déduire l'inégalité aR, > bry + cre. 


2) On suppose dorénavant que M est un point quelconque situé à l’intérieur 
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du triangle ABC. En utilisant l’homothétie de centre À qui transforme M en 
un point du segment [BC], montrer que aR; > bry + cre. 


3) Soit N le symétrique de M par rapport à la bissectrice intérieure issue 
de À du triangle ABC. Utiliser N pour démontrer que ak, > bre + cre. 


4) En déduire que : 
b? + c? a? + c? a? + b? 


Ra +R + Re > 
ab 


Te. 


et démontrer l’inégalité de Mordell-Erdôs. 


5) Démontrer que l’inégalité de Mordell-Erdôs est une égalité si et seulement 
si ABC est un triangle équilatéral dont M est le centre. 


Solution — Cet exercice a été posé par mon collègue Régis Blache dans 
un examen de la seconde session du master éducation et formation, première 
année, à l'IUFM de Guadeloupe, en juin 2013. 


1) Si M € [BC, l'aire A4gc du triangle ABC est la somme des aires des 
triangles AMB et AMC, soit : 


1 1 
AABC —= 207 + ae: 


Si H est le pied de la hauteur issue de À du triangle ABC, on a AH < AM 


et : 
AHXxXBC  AMxBC ll 


= << ————— — — 
AABC 5 < 5 5 4 Ra 


d’où ak, > 2AaBc = brp + Cre. 


F1G. 2.1 — Utilisation de l’homothétie h 
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2) Soient M l'intersection entre (AM) et (BC) (r1G 2.1), et h l’homothétie 
de centre À amenant M en M’. Comme h transforme toute droite en une 
droite parallèle, les perpendiculaires aux côtés [AB] et [AC1 issues de M seront 
transformées en les perpendiculaires à ces mêmes côtés [AB] et [ACT issues 
de M’. On en déduit que, si k désigne le rapport de h, alors r}, = kry et 
rl = kr. On remarque de plus que AM’ = kAM, c’est-à-dire R!, = kRa. 
D'après la question précédente : 


aR?, > br! + cri, 
de sorte que akR, > bkry + ckre, et l’on obtient bien ak, > brp + cre. 


3) Une réflexion conserve les distances, le parallélisme et lorthogonalité, 
donc si N est le symétrique de M par rapport à la bissectrice intérieure issue 
de À, et si l’on prime toutes les distances qui interviennent dans l’énoncé quand 
on s'intéresse au point N à la place du point M, on obtient r, = r’, re = r}, et 
R; = R!, (faire un dessin). La question 2) donne alors : 


aR}, > br}, + cr. 
d’où ak, > bre + cr. 


4) En additionnant membres à membres les inégalités : 


b C 
Ra > —Te + 7 
a a 


C 
R} > De + t'° (1) 
a 
Re > Fa + Ta 
on obtient : 
C a  C 
Ra + Ri + Re > + re+(S+2)n+ = Te 
b C à a  b 
b? +? a + © a? + b? 
> be a Th + ab Te (2) 
MBis : 2 2 2 2 3 52 
+c Se a +c >2: a + > 92 (3) 
bc ac ab 


puisque b? + ce? > 2bc équivaut à (b — c) > 0 et ainsi de suite. On en déduit : 


Ra + Ro + Re > 2(ra +Tb + Te). (+) 
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5) Compte tenu des inégalités (1), (2) et (3) exploitées dans la question 
précédente, on aura l’égalité dans (x) si et seulement si : 


aRa = bre + Cry 
bR=Cratare (Pi) 
cRe = ars + bra 


(P) Fa 
b° + c{ = 2bc 
c? + a? = 2ca (P2) 
a? + b? = 2ab. 


Comme (P>) équivaut à (b— €)? = (c— a)? = (a—b)? = 0, c’est-à-dire à 
a = b = c, on obtient : 


Ra = Te +7b Ra = Te +7 
P 8 Rÿ = Ta tre . Ri=Ta tre 

Re =Tp + Ta Re =Tr+Ta 

a=b=c ABC équilatéral. 


Pour conclure, il ne reste plus qu’à démontrer le lemme suivant : 


Lemme — On suppose que ABC est un triangle équilatéral. Avec 
les notations de l’exercice, le point M sera le centre du triangle 
ABC si et seulement si : 


Ra =Te+T 
(Q) Fire bte 
Re=Tb + Ta. 


Preuve du Lemme — Par hypothèse ABC est équilatéral, donc a = b= c. 


Sens direct (=) — Si M est le centre du triangle ABC, notons H le projeté 
orthogonal de C sur (AB). La droite (C'H) est à la fois hauteur, médiatrice et 
médiane du triangle ABC, donc contient M au tiers de sa longueur, et : 


re = MH CH Lx a 3 = s 


On en déduit que : 
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D’après le Théorème de Pythagore dans le triangle rectangle AMH, 
AM? = AH? + HM° 


soit : 


On en déduit : 


et les deux autres égalités constituant (Q) de la même manière. 


Réciproque (=) — On suppose que (Q) est vrai. L’aire A4pc du triangle 
équilatéral ABC' est la somme des aires des triangles ABM, BCM, CAM 
donc : 


donc : 


Ta + Tb + Te = 2 


et en sommant les trois égalités formant le système (Q), on trouve : 


Ra + Ro+Re=2(ra+ro+re) = av3. (f) 


FIG. 2.2 — Raisonnement par l’absurde 
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Sur la FIG 2.2 on note H, I et J les projetés orthogonaux respectifs de M 

sur (AB), (BC) et (CA). Si l’on suppose par l'absurde que l’un des triangles 

AMI, BMJ ou CMH n'est pas aplati, alors l’une des inégalités suivantes : 
Ra + Ta = AM + MI > AI 
Re+re = CM + MH > CH 
Re+re = BM + MJ > BJ 


est stricte, donc en additionnant : 
Ra + Ri+Re+Ta + +re > AI + CH + BJ, 


soit, en utilisant (f) : 


3av3 
2 
Mais la plus petite distance de À à (BC) est h = av3/2 (la longueur d’une 
hauteur d’un triangle équilatéral de côté a). Donc AI > h, et de la même 
manière CH >het BJ > h. L’inégalité précédente entraîne alors : 


an = VV > 4r+ CH + BJ > 3h 


> AI +CH + BJ. 


soit 3h > 3h, ce qui est absurde. On peut donc affirmer que M appartient aux 
trois hauteurs (A1), (CH) et (BJ) du triangle équilatéral ABC, et conclure 
que M est le centre de ce triangle. 
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